
™ÒÌ· Ì¿˙·˜ ª=1kg ‰¤ÓÂÙ·È ÛÙÔ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ ¿ÎÚÔ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ-
Ô˘ È‰·ÓÈÎÔ‡ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ ∫=100 ¡/m Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂ-
Ù·È ¿Óˆ ÛÂ ÏÂ›Ô ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ Â›Â‰Ô Î·È ÙÔ ¿ÏÏÔ ¿ÎÚÔ˘ ÙÔ˘
ÔÔ›Ô˘ Â›Ó·È ·ÎÏfiÓËÙ· ÛÙÂÚÂˆÌ¤ÓÔ.  ™ÙË Ì¿˙· ª ‚Ú›ÛÎÂÙ·È
ÛÂÈÚ‹Ó· ·Ú·ÁˆÁ‹˜ ‹¯Ô˘ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ fs=100 Hz. ŒÓ·˜ ·-
Î›ÓËÙÔ˜ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Û˘ÁÎÚ·ÙÂ› ÙÔ ÛÒÌ· ª ÛÂ ı¤ÛË fiÔ˘
ÙÔ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ Â›Ó·È Û˘ÌÈÂÛÌ¤ÓÔ Î·Ù¿ x1=0,3 m. ∆Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹ t=0 Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ·Ê‹ÓÂÈ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ ÙÔ ÛÒÌ· ÂÓÒ
Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÙÔ˘ ÚÔÛ‰›‰ÂÈ Ù·¯‡ÙËÙ· Vo=4m/s. ŒÓ· ‰Â‡ÙÂ-
ÚÔ ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ m=5/3 kg ‰ÂÌ¤ÓÔ ÛÙÔ Î¿Ùˆ ¿ÎÚÔ Î·Ù·Îfi-
Ú˘ÊÔ˘ ·‚·ÚÔ‡˜ Î·È ÌË ÂÎÙ·ÙÔ‡ Ó‹Ì·ÙÔ˜ Ì‹ÎÔ˘˜ l= 1,6  m
ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÙÔ ¿ÏÏÔ ¿ÎÚÔ ‰¤ÓÂÙ·È ÛÂ ·ÎÏfiÓËÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫, Â-
ÎÙÔÍÂ‡ÂÙ·È ÌÂ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘Ô ÒÛÙÂ ÌfiÏÈ˜ Ó· Î·Ù·Ê¤-
ÚÂÈ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÙËÓ ·Ó·Î‡ÎÏˆÛË ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ÛÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘-
ÊÔ Â›Â‰Ô . ∆Ë ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ ÙÔ ÛÒÌ· Ì¿˙·˜  m Êı¿ÓÂÈ ÛÙÔ
·ÓÒÙÂÚÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÎÙ˘¿ ÌÂÙˆÈÎ¿ Î·È ÂÏ·-
ÛÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ ª, ÙÔ ÔÔ›Ô ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙË˜ ÎÚÔ‡ÛË˜
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙË ı¤ÛË x=+A . ¡· ‚ÚÂıÔ‡Ó:
·)H ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘Ô ÙË˜ Ì¿˙·˜ m Ô˘ ÂÎÙÂÏÂ› ÙËÓ ·Ó·-
Î‡ÎÏˆÛË.
‚) ∆Ô Ï¿ÙÔ˜ ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ Î·È ÙË˜ Ó¤·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Ô˘ ı·
ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ Ë Ì¿˙· ª.
Á) ∏ Û˘¯ÓfiÙËÙ· fA ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ô ·Ú·ÙË-
ÚËÙ‹˜ ÙÔÓ ‹¯Ô Ô˘ ÂÎ¤ÌÂÈ Ë ÛÂÈÚ‹Ó· ÙË˜ Ì¿˙·˜ ª ÛÙË ı¤-
ÛË x=+A .
‰) ∏ Û¯¤ÛË Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÙËÓ Û˘¯ÓfiÙËÙ· fA Ô˘ ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È
Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ÛÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙÔ ̄ ÚfiÓÔ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡-
ÛË, ıÂˆÚÒÓÙ·˜ Û·Ó t=0 ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙË˜ ÎÚÔ‡ÛË˜ Î·È ÙËÓ ·-
ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË ÏfiÁˆ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ıÂÙÈÎ‹ . £ÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ Î›ÓË-
ÛË˜ ıÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙË ÊÔÚ¿ ÙË˜ Vo.
Â) √ ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ Ì¤ÁÈÛÙË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ fAmax ÚÔ˜ ÙËÓ ÂÏ¿¯È-
ÛÙË Û˘¯ÓfiÙËÙ·  fAmin Ô˘ ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜.
¢›ÓÂÙ·È g=10m/s2, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ‹¯Ô˘ ÛÙÔÓ ·¤Ú·
˘=340m/sec.

·) ∆Ô ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ m ÁÈ· Ó· Î¿ÓÂÈ ·Ó·Î‡ÎÏˆÛË ı· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ ÛËÌÂ›Ô ° ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜ Î˘-
ÎÏÈÎ‹ Î›ÓËÛË. ÕÚ· ·fi ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÓfiÌÔ Newton:

Ú¤ÂÈ: ∆ 0, ÔfiÙÂ 

°È· Ó· ÂÎÙÂÏÂ› ÔÚÈ·Î‹ ·Ó·Î‡ÎÏˆÛË Ú¤ÂÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ˘2
ÛÙËÓ ·ÓÒÙÂÚË ı¤ÛË Ó· Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙË. 
√fiÙÂ

∂ÂÈ‰‹ ÛÙË Ì¿˙· m ÂÓÂÚÁÂ› ÙÔ ‚¿ÚÔ˜ Ô˘ Â›Ó·È Û˘ÓÙËÚËÙÈ-
Î‹ ‰‡Ó·ÌË Î·È WT = 0 ÈÛ¯‡ÂÈ ∞¢ª∂ (∞, °) ÌÂ Â›Â‰Ô ÌË‰Â-
ÓÈÎ‹˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙÔ ÔÚÈ˙fiÓÙÈÔ Â›Â‰Ô Ô˘ ‰È¤Ú-
¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ Î·ÙÒÙÂÚË ı¤ÛË (∞) ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ m.

‚) ∆Ô ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ ª ÙË ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ ÂÎÙÔÍÂ‡ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ·-
Ú·ÙËÚËÙ‹ ·Ú¯›˙ÂÈ Ó· ÂÎÙÂÏÂ› °.∞.∆.
ÕÚ· ·fi ∞¢∂∆∞§ (¢, ·ÎÚ·›· ı¤ÛË ∂): 

∫¢ +  U¢(∆∞§) =EÔÏ(∆∞§)

§fiÁˆ ÂÏ·ÛÙÈÎ‹˜ ÎÚÔ‡ÛË˜ ‚Ú›ÛÎˆ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· V1 ÙË˜ Ì¿-
˙·˜ ª ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ∞¢√. ™ÙËÓ ·-
ÎÚ·›· ı¤ÛË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ ÛÒÌ· ª ¤¯ÂÈ ̆ 1=0. 
ªÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË ¤¯ÂÈ Ù·¯‡ÙËÙ· 

∆ÂÏÈÎ¿ ·fi ∞¢∂ Ù·Ï(∑, Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈ· ı¤ÛË Ì¤ÁÈÛÙË˜ ·ÔÌ¿-
ÎÚ˘ÓÛË˜)

Á) √ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ Â›Ó·È ·Î›ÓËÙÔ˜ Î·È ÛÙË ı¤ÛË ∂ (Ï›ÁÔ ÚÈÓ
ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË) ÙÔ ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ ª ¤¯ÂÈ ÛÙÈÁÌÈ·›· Ù·¯‡ÙËÙ· ÌË-

‰¤Ó. √fiÙÂ  fA=fs=100Hz.

‰)∏ Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Ô˘ ı· ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ Ë Ì¿˙· ª ¤¯ÂÈ
·Ú¯ÈÎ‹ Ê¿ÛË ÊÔ.

√fiÙÂ ÊÔ=/4 ÌÂ V1>0 (·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È)
Î·È ÊÔ=3/4 ÌÂ V1<0 (‰ÂÎÙ‹)
ÕÚ· Ë ÊÔ=3/4
∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÁÈ· ÙË Ì¿˙· ª ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÎÚÔ‡ÛË
ı· Â›Ó·È:

√fiÙÂ Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· Ô˘ ı· ·ÎÔ‡ÂÈ Ô ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ÛÂ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙÔ ̄ ÚfiÓÔ ı· Â›Ó·È:

Â) √ ·Ú·ÙËÚËÙ‹˜ ·ÎÔ‡ÂÈ  fAmax fiÙ·Ó Ô ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ‹˜ Á›ÓÂÈ
ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˜, ‰ËÏ·‰‹ ‰ËÏ·‰‹ 

ÂÓÒ ·ÎÔ‡ÂÈ fAmin fiÙ·Ó Ô ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ‹˜ Á›ÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ˜, ‰Ë-
Ï·‰‹ ‰ËÏ·‰‹

ÕÚ·

∆∞ £∂ª∞∆∞ ∂¶πª∂§∏£∏∫∞¡ ∆∞  ºƒ√¡∆π™∆∏ƒπ∞ 

°. Ã∞™π∞∫∏™°. Ã∞™π∞∫∏™
ÛÙÔv ¶∂πƒ∞π∞

fAmax

fAmÈn
 =  340 + 5 2

340 - 5 2

fAmin =
34 ⋅  103

340 + 5 2

340 + 5 2  

fAmax =
340 ⋅  103

340 - 5 2

340 - 5 2  

→ fA =
34⋅ 103

340 - 5 2 σ˘∨ 10t + π
4

fA = ˘
˘+VM

 fs → fA = 340

340 - 5 2 σ˘∨(10t + π/4)
 ⋅  100

 → VM = - 5 2 σ˘ν 10t+π
4

VM = ωA′ σ˘ν(ωt+ϕo) → VM = 5 2 σ˘ν 10t+3π
4

 

 ⇒ ηµ ϕo = 1

2
 = 2

2

x =A′ηµ (ωt + ϕo)
t = 0: x = +0,5m

ω = K
M

= 10 r/s
 → 0,5 = 2

2
 ηµ ϕo 

→ A′= MV1
2 + KA2

K
 → A′ = 2

2
 m

E′OΛ(TAΛ) = KZ + UZ(TAΛ) → 1
2

 KA′
2
 = 1

2
 MV1

2 +1
2

 KA2 

V1 =
2m ˘2

M + m
 → V1 = - 5m/s

→ A = κx1
2 + MVo

2 
K

 → A=0,5 m

⇒ 1
2

 κx1
2 + 1

2
 MVo

2 = 1
2

 KA2 ⇒ κx1
2 + MVo

2 = KA2 

 ⇒ ˘Ô = 2 20  m/sec

˘2
2 + 4gl→ ˘Ô = ˘2

2 + 4gl  = gl+4gl  = 5gl  =

KA + UA = KΓ + UΓ →1
2

 m˘Ô
2 = 1

2
 m˘2

2 + mg2l → ˘Ô
2 =

˘2 = gl  ⇒ ˘2 =4m/s

(1) ⇒ m˘2
2

l
 - mg ≥ 0 ⇒ ˘2 ≥ gl  

≥

ΣF = m ⋅  ακ ⇒ T+B = m ˘2
2

l
 ⇒ T= m˘2

2

l
 - mg     (1)
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